Két kombinatorikai identitás általánosítása. by Fehér, Zoltán
Két kombinator ikai ident i tás á l ta lánosí tása 
FEHÉR ZOLTÁN 
Abstrac t . (A generalization of two combinatorial identities) In this paper we for-
mulate and prove two combinatorial identities for Gauss' binomial coefficients which are 
generalized forms of known combinatorial identities. 
Legyen n természetes szám és i = 0 , 1 , . . . , n — 1, akkor érvényesek az 
S G X i ) ' = ( " > " ' • 
(2) 
D - D 
k — i 
k—i 
= 0 
egyenlőségek (lásd [2], 6. old., lásd [3]). 
Ez a cikk az (1) és (2) identitások általánosítását tartalmazza a Gauss-
féle binomiális együtthatók felhasználásával. 
Gauss-féle binomiális együtthatónak (lásd. [1], 35. old.) nevezzük az 
(qn - 1 ){qn~l —!)••• (qn~k+l - 1) 
(q -1)(?2 - 1) • • • (<?* - 1) 
kifejezést, ahol néska0<k<n feltételt kielégítő egész számok. A q 
olyan valós szám, melyre qa — 1 / 0 (a = 1 ,2 , . . . ,&) . Továbbá = 1 
es = 0, ha nem teljesül a 0 < k < n egyenlőtlenség. A Gauss-féle 
binomiális együtthatókra teljesül, hogy ha q —• 1, akkor 
A következő két tétel általánosítja az (1) és (2)-t, mert ha q —> 1, 
akkor a tételben szereplő állítások megegyeznek a Newton-féle binomiális 
együtthatóra fent megadott két kombinatorikai identitással. 
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1. Tétel . Legyen n természetes szám. Akkor minden 1 < i < n termé-
szetes számra érvényes 
(3) É M " 5 1 9 < t - i , ( * - i - i ) / 2 = [ • 1 n a + i j ~ i ) -
k = i L J L J L J j = 1 
Bizonyítás . A definíció segítségével könnyen belátható, hogy 
Ebből adódik, hogy 
n k n n — i 










n — i 
k — i 




+ i(n-l)/2 n 
(lásd [1], 36. old.), akkor £ = 1 választással kapjuk a (3) egyenlőséget. 
A 2. tétel bizonyításához felhasználjuk a következő segédtételt. 
Lemma. Legyen k nemnegatív egész szám és x valós szám. Legyen 
_ I (x - l)(z - q) • • • (x - qk~l), ha k > 1, 
ha k = 0. 
»Akkor 
(4) = É t - 1 ) ' " 
{=0 
q(k-i)(k-i-l)/2xi 
Bizonyítás . Legyen Pk(x) = 4- Pk,+ •••+• Pk,k%k és határozzuk 
meg a pk>i (i = 0 , 1 , . . . , k) együtthatókat. 
Felhasználjuk az 
(* - qk~l)Pk{qx) = (qkx - qk~l)Pk(x) k-1 
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egyenlőséget. Tehát 
{x - qk~1){Pk,o + Pk,iqx + • • • + Pk,kqkxk) = 
= (qkx - qk~1 )(pk,o + Pk,\x + • • • + Pk,kXk). 
Innen i — 1 , 2 , . . . ,k esetben kapjuk 
q{ 1pkti.1-qk+i 1pk,i — qkpk,i-i — qk lPk,i, 
vagyis 
.k — i+1 2 
Pk,i 
Ezzel a rekurziós formulával valamennyi együttható meghatározható az ab-
szolút tagból kiindulva. Az abszolút tagot a polinom felírásából kapjuk meg. 
Tehát 
Pk, o = ( - 1 ) V ( * - 1 ) / 2 
és minden i = 1 , 2 , . . . , k — 2 számra 
fc-i+l * r , 
- 1 k 1 } % - 1 
PM = 
Továbbá = 1 és = 1 . Ezzel a (4) egyenlőséget igazoltuk. 
2. Tétel. Legyen n tetszőleges természetes szám és i olyan egész szám, 
hogy 0 < i < n. Akkor 





{k-i){k~i-l)/2 _ Q 
Bizonyítás . Jelöljük (5) bal oldalán álló összeget an);-vel, akkor 
>.< = D - i ) 
k=i 
n 
= D - D 
fc-i 
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(6) an,o = 1) 
k=0 
Ezt felhasználva kapjuk, hogy 
i = 0 esetben 
n ' k k(k-1)/2 
k 0 H = E t -
1 ) ' 
k=0 
k(k — í)/2 
E j=o 
n — i 
3 
(_l)Ígj(Í-1)/2 _ an_^o, ahol 0 < i < n. 
Elegendő belátni, hogy a^o = 0, fc = 1 , 2 , . . . , n esetben. Mivel 
it 
k — i 
ezért a Pfc(^) polinom értéke x = 1 esetben 
ft(i) = E t - 1 ) " " ' 
i = 0 
= E t - 1 ) ' " ' 
(fc —t)(fc—»'—1)/2 _ 
i = 0 
ifc 




A kapott kifejezést összehasonlítva (6)-tal, kapjuk Pfc(l) = Viszont 
a: = 1 értékre 
Tehát akto = Pfc(l) = 0, (* = 1 , 2 , . . . , n). 
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